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Helikopterska elisa je ključen del helikopterja, ki generira dvižno silo potrebno za le-
tenje. Cilj zaključne naloge je analiza dinamskega odziva elise pri različnih vrstah
vzbujanja. Postavili smo poenostavljen fizikalni model elise, ki sestoji iz končnega
števila togih teles. Na podlagi metode, ki temelji na Lagrange-d’Alembertovem prin-
cipu virtualnega dela, smo izpeljali gibalne enačbe ter izvedli simulacijo. V rezultatih






Dynamic response of the Helicopter Propeller
Štefan Obid





Helicopter propeller is key part of helicopter, which generates lift force needed for flying.
Main objective of final thesis is dynamic response analysis of propeller for different types
of excitations. A simplified physical model of the propeller was set, which consists of
the final number of rigid bodies. On the basis of the Lagrange-d’Alembert principle of
the virtual work, we derived equations of motion and performed a simulation. In the
results the speed and deformation of helicopter propeller is demonstrated that occurs
due to the different types of loads.
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Kazalo preglednic




X m abscisna os globalnega koordinatnega sistema
Y m ordinatna os globalnega koordinatnega sistema
O / izhodǐsče globalnega koordinatnega sistema
X i m abscisna os lokalnega koordinatnega sistema
Y i m ordinatna os lokalnega koordinatnega sistema
Oi / izhodǐsče lokalnega koordinatnega sistema
ūiP m vektor lokalnih koordinat točke P na telesu i
riP m vektor globalnih koordinat točke P na telesu i
Ri m vektor globalnih koordinat do izhodǐsča lokalnega koordina-
tnega sistema telesa i
Θi rad zasuk lokalnega koordinatnega sistema X iY i
A / transformacijska matrika
q m oz. rad vektor posplošenih koordinat
q̇ m/s oz. rad/s odvod vektorja posplošenih koordinat po času
q̈ m/s2 oz. rad/s2 drugi odvod vektorja posplošenih koordinat po času
C / vektor povezovalnih enačb
Cq / Jacobijeva matrika
Ct / parcialni odvod vektorja povezovalnih enačb po času
Qd / vektor kvadratnih členov hitrosti
Qe N oz. Nm vektor zunanjih sil in momentov
Qc N oz. Nm vektor sil v kinematičnih vezeh
M kg oz. kgm2 masna matrika
m kg masa
J kgm2 vztrajnostni moment
λ / vektor Lagrangeevih množiteljev
I / identiteta
M i Nm moment delujoč na telo i
F i N sila delujoča na telo i
k Nm/rad koeficient togosti torzijske vzmeti
d Nms/rad koeficient dušenja torzijske dušilke
α rad/s2 kotni pospešek
c Nms2/rad2 koeficient zračnega upora
Θr rad relativni kot med telesoma 1 in telesom 2
t s čas
n / število togih teles
Wi J virtualno delo vztrajnostnih sil
Wc J virtualno delo sil v vezeh
We J virtualno delo zunanjih sil
x
Indeksi
t odvod po času
q odvod po posplošenih koordinatah









V realnem svetu je bolj ali manj vsak objekt podvržen določenim obremenitvam oz.
vzbujanju. Slednje se na objekt prenašajo iz bližnje okolice. Te obremenitve lahko
povzročijo različne deformacije in posledično napetosti v objektu, ki se v kritični situ-
aciji lahko poruši. Zato je pomembno, da obnašanje objekta oz. njegov dinamski odziv
simuliramo ter tako v naprej identificiramo šibkosti in kritična mesta.
1.1. Ozadje problema
V zaključni nalogi bo kot objekt obravnavana helikopterska elisa, ki bi ob morebitni
porušitvi neposredno ogrozila varnost potnikov v helikopterju. S simulacijo dinamskega
odziva bo izvedena analiza deformacij in napetosti elise v danem časovnem intervalu.
Le-te pa so posledica momenta, ki se na njo prenaša po gonilni gredi.
Slika 1.1: Helikopterska elisa v deformirani in nedeformirani obliki.
V našem primeru bomo obravnavali le deformacije, ki se pojavijo v ravnini pravokotni
na os vrtenja elise (slika 1.1). Pričakovano je, da bo deformacija elise maksimalna med




V sklopu zastavljenega problema bo predstavljena teorija dinamike togih teles, po-
stavljen fizikalni in numerični model helikopterske elise. Izvedena bo tudi simulacija
dinamskega odziva helikopterske elise pri različnih vrstah vzbujanja.
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2. Teorija dinamike sistema togih
teles
Vsak mehanski sistem v realnem svetu lahko ob določenih predpostavkah in poenosta-
vitvah predstavimo z diskretnim modelom, ki je sestavljen iz končnega števila togih
ali prožnih teles. Množico teh teles v celoto povezujejo kinematične vezi, v katerih so
prisotne zunanje sile ter sile vzmeti in dušilke.
V tem poglavju bo na kratko predstavljena teorija dinamike sistema togih teles, ki je
povzeta po [1–4]. Zaradi lažje predstave bomo obravnavali le ravninsko gibanje togih
teles.
2.1. Kinematika togega telesa
Premik togega telesa lahko razdelimo na translacijo in rotacijo okoli njegovega težǐsča.
Slika 2.1 prikazuje globalni koordinatni sistem XY ter lokalni koordinatni sistem X iY i,







nam pove, kje se nahaja izhodǐsče lokalnega koordinatnega sistema i-tega telesa. Kot
Θi pa predstavlja zasuk osi X i glede na os X. Ker obravnavamo toga telesa, velja,
da se pozicija poljubne točke na i-telesu glede na lokalni koordinatni sistem X iY i ne







Lego točke v globalnem koordinatnem sistemu XY pa zapǐsemo kot:
riP = R
i +A(Θi) ūiP. (2.3)








Teorija dinamike sistema togih teles
Slika 2.1: Lega točke P na togem telesu.
2.2. Posplošene koordinate














Toga telesa so med seboj povezana z različnimi kinematičnimi vezmi. Slednje ome-
jujejo gibanje teles ter zmanǰsujejo število prostostnih stopenj v danem sistemu. Vse
kinematične vezi bomo zapisali v matematični obliki ter jih na koncu združili v vektor
povezovalnih enačb C. Le-ta je ključnega pomena pri izpeljavi gibalnih enačb sistema
togih teles (obravnavano v poglavju 2.8.).
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Za primer bomo obravnavali sistem dveh teles i in j, ki sta med seboj členkasto vpeti
v točki P. Telo i ima še dodatno kinematično členkasto vez s fiksno podporo, ki leži v
točki T (slika 2.2).
Slika 2.2: Členkasta vez med telesom i in j.
Členkasto vez med telesoma v točki P lahko popǐsemo tako, da enačimo vektorja glo-






Razvita oblika enačbe (2.7), ob upoštevanju enačbe (2.3), je sledeča:
Ri +A(Θi) ūiP −Rj −A(Θj) ū
j
P = 0, (2.8)












. Fiksna podpora ima konstantno lego v
globalnem koordinatnem sistemu, ki je definirana z vektorjem c. Členkasto vez telesa
j s fiksno podporo lahko posledično zapǐsemo kot:
riT = c, (2.9)




. Enačba (2.9) zapisana še v razviti obliki, ob upoštevanju enačbe
(2.3):
Ri +A(Θi) ūiT − c = 0. (2.10)
Povezovalni enačbi (2.8) in (2.10) nato združimo v vektor povezovalnih enačb C:
C =
[
Ri +A(Θi) ūiP −Rj −A(Θj) ū
j
P
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i) + yiP cos(Θ
i)− (Rjy + x
j
P sin(Θ













Z odvajanjem vektorja povezovalnih enačb C(q(t), t) po času dobimo naslednji izraz:
Cqq̇+Ct = 0, (2.13)
kjer Cq predstavlja Jakobijevo matriko parcialnih odvodov vektroja C po posplošenih









































Enačba (2.14) predstavlja splošen zapis Jakobijeve matrike, kjer je n število togih teles
v sistemu, nc pa število povezovalnih enačb.
2.5. Analiza pospeškov
Enačbe pospeškov lahko dobimo z odvajanjem enačbe (2.13) po času:
d
dt
(Cqq̇+Ct) = 0. (2.16)
Če enačbo (2.16) razširimo z pravilom verižnega odvajanja dobimo:
Cqq̈+ (Cqq̇)qq̇+ 2Cqtq̇+Ctt = 0. (2.17)
Ob upoštevanju:
Cqq̈ = Qd, (2.18)
lahko enačbo (2.17) zapǐsemo kot:
Qd = −(Cqq̇)qq̇− 2Cqtq̇−Ctt. (2.19)
Vektor Qd vsebuje kvadratne člene hitrosti. S pomočjo slednjega bomo kasneje prǐsli
do gibalnih enačb.
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2.6. Vektor zunanjih sil in momentov
Če na telo i deluje moment M i in sila Fi v točki P, kot prikazuje slika 2.3, potem lahko
vektor zunanjih sil in momentov za telo i zapǐsemo v obliki:
Qie =
⎡⎣ F ixF iy





Tretji člen matrike Qie predstavlja moment, ki deluje na telo i. Poleg eksplicitno
apliciranega momenta M i se tu pojavi še člen, ki je posledica delovanja sile Fi okoli
težǐsča telesa i.
Slika 2.3: Delovanje zunanjih sil in momentov na telo i.
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2.7. Masna matrika
Masna matrika M nosi informacijo o razporejenosti mase v prostoru za posamezno





























ūi dV i = J i. (2.25)
Masno matriko za celoten sistem togih teles pa lahko zapǐsemo kot:
M =
⎡⎢⎢⎢⎣
M1 0 . . . 0





0 0 . . . Mn
⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.26)
V primeru ko lokalni koordinatni sistem sovpada s težǐsčem togega telesa velja:∫
V i
ρiūidV i = 0. (2.27)







kjer je mi masa telesa i, I identiteta dimenzij 2x2 in J iT težǐsčni vztrajnostni moment
telesa i.
2.8. Gibalne enačbe
Gibalne enačbe sistema togih teles lahko dobimo iz pogoja dinamičnega ravnotežja, ki
ga po principu virtualnega dela zapǐsemo v obliki [2]:
n∑
i=1
(δW ii − δW ic − δW ie) = 0, (2.29)
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kjer W ii predstavlja virtualno delo vztrajnostnih sil, W
i
c virtualno delo sil v vezeh in









kjer so: Mi masna matrika, q̈i drugi odvod posplošenih koordinat po času, Qiv vektor
centrifugalnih sil in δqi sprememba posplošenih koordinat. Ob predpostavki, da težǐsče
togega telesa sovpada z izhodǐsčem lokalnega koordinatnega sistema, je vektor centri-
fugalnih sil Qiv enak nič. Virtualno delo zunanjih sil δW
i
e je produkt vektorja zunanjih
sil Qie in spremembe posplošenih koordinat δq
i:




Na podoben način lahko definiramo tudi virtualno delo sil v vezeh δW ic , le da vektor
zunanjih sil Qie nadomestimo z vektorjem sil v vezeh Q
i
c:




Če enačbe (2.30 - 2.32) vstavimo v enačbo (2.29) dobimo:
n∑
i=1
(Mi q̈i −Qie −Qic) δqi = 0. (2.33)
Iz tega sledi:
Mq̈ = Qe +Qc. (2.34)
Enačba (2.34) predstavlja sistem 3n gibalnih enačb, kjer je n število teles v danem
sistemu. Vektor sil v vezeh Qc lahko napǐsemo tudi kot:
Qc = −CTq λ, (2.35)
kjer λ predstavlja vrednosti Lagrangevih množiteljev. Če enačbo (2.35) vstavimo v
enačbo (2.34) dobimo:
Mq̈+CTq λ = Qe. (2.36)
Sistemu gibalnih enačb (2.36) dodamo še enačbe kinematičnih vezi (2.18) in ju skupaj













Po preureditvi enačbe (2.37) tako, da iz nje izpostavimo vektor posplošenih koordinat
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Členi matrike iz predhodnega izraza so definirani kot:






λq = −M−1CTq Hλλ (2.41)
Naslednji izraz predstavlja končen sistem 3n gibalnih enačb z 3n neznankami, ki ga
lahko numerično rešimo in tako dobimo pomike oz. zasuke ter hitrosti oz. kotne hitrosti
posameznega togega telesa v sistemu:
q̈ = Hqq Qe +HqλQd. (2.42)
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3. Metodologija raziskave
Helikopterska elisa je v realnem svetu prožno telo. Da bi dinamski odziv simulirali po
teoriji dinamike togih teles, bomo v tem poglavju postaviti takšen fizikalni model, ki
bo sestavljen iz končnega števila togih teles. Na podlagi izdelanega fizikalnega modela
bomo definirali tudi matematični model. Slednjemu bomo v podpolgavju 3.3. dodali še
vzbujanje. Predstavljene bodo tri vrste vzbujanja helikopterske elise in sicer: vzbujanje
s konstantnim pospeškom, s konstantnim momentom in s spremenljivim momentom.
3.1. Fizikalni model
Elisa je sestavljena iz štirih krakov, ki so v osi vrtenja med seboj togo vpeti. V
fizikalnem modelu bomo vsak krak predstavili kot skupek togih palic, ki so na koncih
med seboj členkasto vpete.
Slika 3.1: Fizikalni model helikopterske elise.
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Slika 3.1 prikazuje primer fizikalnega modela helikopterske elise, kjer vsak krak sesta-
vljata dve palici. Ker so palice, ki se v osi vrtenja stikajo, med seboj togo povezane,
jih lahko združimo v eno telo (telo 1). Tako naš model sestoji iz petih teles: telo 1,
ki izgleda kot križ in ima težǐsče v osi vrtenja, ter štiri palice, ki so s telesom 1 pove-
zane. V vsakem i-tem členku je prisotna tudi torzijska vzmet s togostjo ki ter dušilka
s koeficientom dušenja di. Z vzmetjo realiziramo vračajočo silo, ki teži k temu, da se
sistem teles postavi v prvotno stanje tako kot prožno telo. Z dušenjem pa nadomestimo
trenje v sami strukturi realnega objekta. Vsako i-to telo ima maso mi ter vztrajnostni
moment J i.
Slika 3.2: Fizikalni model elise v izmaknjeni legi.
Na sliki 3.2 je prikazan še fizikalni model v izmaknjenem položaju, kjer lahko vidimo,
kako so definirane koordinate zasuka za posamezno togo telo.
Opazovali in analizirali bomo le dinamski odziv ter pojave, ki jih bo rezultat simulacije
pokazal, in ne številskih vrednosti parametrov (npr. hitrosti, zasuki, momenti, ...).
3.2. Matematicni model
Zaradi lažjega zapisa in predstave bomo postavili matematični model elise, ki sestoji
iz petih teles (slika 3.3), pri simulaciji pa bomo uporabili model sestavljen iz 21 teles.
Točke A, B, C in D označujejo členkasta vpetja z vzmetjo in dušilko, točke T1, T2, T3,
T4, T5 pa težǐsča in hkrati izhodǐsča lokalnih koordinatnih sistemov posameznih teles.
L označuje dolžino palic (vse palice so enako dolge z izjemo telesa 1).
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Slika 3.3: Fizikalni model elise.
Najprej definiramo masno matriko obravnavanega sistema:
M =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
M1 0 0 0 0
0 M2 0 0 0
0 0 M3 0 0
0 0 0 M4 0
0 0 0 0 M5
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.1)
kjer so elementi v matriki definirani v enačbi (2.28). Vektor posplošenih koordinat za
sistem na sliki 3.3 zapǐsemo kot:
q =
[
R1 Θ1 R2 Θ2 R3 Θ3 R4 Θ4 R5 Θ5
]T
. (3.2)
Za zapis vektorja povezovalnih enačb C najprej potrebujemo krajevne vektorje točk




















































Vektor povezovalnih enačb (3.4) opredeljuje povezovalne enačbe med telesi. Prva
enačba se nanaša na prvo telo, ki ima težǐsče fiksirano v izhodǐsče globalnega koor-
dinatnega sistema. Ostale enačbe pa poskrbijo, da so telesa v členkastih vezeh A, B,




R1 +A1 ū1A −R2 −A2 ū2A
R1 +A1 ū1B −R3 −A3 ū3B
R1 +A1 ū1C −R4 −A4 ū4C
R1 +A1 ū1D −R5 −A5 ū5D
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.4)






R1x + L cosΘ
1 −R2x − (−L2 ) cosΘ
2
R1y + L sinΘ
1 −R2y − (−L2 ) sinΘ
2
R1x + L (−sinΘ1)−R3x − (−L2 ) cosΘ
3
R1y + L cosΘ
1 −R3y − (−L2 ) sinΘ
3
R1x + (−L) cosΘ1 −R4x − (−L2 ) cosΘ
4
R1y + (−L) sinΘ1 −R4y − (−L2 ) sinΘ
4
R1x + (−L) (−sinΘ1)−R5x − (−L2 ) cosΘ
5




Iz vektorja povezovalnih enačb (3.5) sledi Jakobijeva matrika:
Cq =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −L sinΘ1 −1 0 −L2 sinΘ
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 L cosΘ1 0 −1 L2 cosΘ
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −L cosΘ1 0 0 0 −1 0 −L2 sinΘ
3 0 0 0 0 0 0
0 1 −L sinΘ1 0 0 0 0 −1 L2 cosΘ
3 0 0 0 0 0 0
1 0 L sinΘ1 0 0 0 0 0 0 −1 0 −L2 sinΘ
4 0 0 0
0 1 −L cosΘ1 0 0 0 0 0 0 0 −1 L2 cosΘ
4 0 0 0
1 0 L cosΘ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −L2 sinΘ
5










−L cosΘ1 (Θ̇1)2 − L
2
cosΘ2 (Θ̇2)2
−L sinΘ1 (Θ̇1)2 − L
2
sinΘ2 (Θ̇2)2
L sinΘ1 (Θ̇1)2 − L
2
cosΘ3 (Θ̇3)2
−L cosΘ1 (Θ̇1)2 − L
2
sinΘ3 (Θ̇3)2
L cosΘ1 (Θ̇1)2 − L
2
cosΘ4 (Θ̇4)2
L sinΘ1 (Θ̇1)2 − L
2
sinΘ4 (Θ̇4)2
−L sinΘ1 (Θ̇1)2 − L
2
cosΘ5 (Θ̇5)2







Definirati moramo še vektor zunanjih sil in momentov Qe. V našem primeru bodo to




0 0 M1 0 0 M2 0 0 M3 0 0 M4 0 0 M5
]T
, (3.8)
kjer so elementi vektorja opredeljeni kot:
M1 = k1(Θ
2 −Θ1) + d1(Θ̇2 − Θ̇1) + k2(Θ3 −Θ1 − π2 ) + d2(Θ̇
3 − Θ̇1)+
+k3(Θ
4 −Θ1 − π) + d3(Θ̇4 − Θ̇1) + k4(Θ5 −Θ1 − 3π2 ) + d4(Θ̇
5 − Θ̇1),
M2 = k1(Θ
1 −Θ2) + d1(Θ̇1 − Θ̇2),
M3 = k2(Θ





1 −Θ4 + π) + d3(Θ̇1 − Θ̇4),
M5 = k4(Θ





Z dobljenimi enačbami (3.1), (3.2), (3.6), (3.7) ter (3.8) lahko s pomočjo enačbe (2.42)
dobimo končne gibalne enačbe.
3.3. Modeliranje različnih vrst vzbujanja
V poglavju 3.2. smo opredelili le kinematične povezave med telesi ter sile, ki delujejo
med njimi. Tako definiran sistem bo le miroval, zato ga moramo vzbuditi, če želimo
obravnavati njegov dinamski odziv. V naslednjih podpoglavjih bo predstavljenih več
načinov vzbujanj, ki jih bomo kasneje simulirali.
3.3.1. Vzbujanje s konstantnim pospeškom
Eliso bomo v gibanje spravili tako, da bomo na telo 1 delovali s konstantnim kotnim
pospeškom α. Da to dosežemo, moramo v vektor povezovalnih enačb C zapisati do-
datno enačbo, ki bo opredeljevala zasuk telesa 1. Da pridemo do te enačbe, lahko












kjer so Θ̇10 začetna kotna hitrost in Θ
1
0 začetni zasuk telesa 1. Ker elisa na začetku


















Ker se v vektorju C pojavi dodatna enačba, se posledično spremenita tudi Jakobijeva




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
...









3.3.2. Vzbujanje s konstantnim momentom
Na telo 1 apliciramo konstanten moment M0 s katerim simuliramo moment, ki se na
eliso prenaša preko pogonske gredi. V tem primeru se bo spremenil tretji člen vektorja
zunanjih sil in momentov Qe (enačba (3.8)), ki predstavlja zunanji moment delujoč na
prvo telo. Slednji bo dobil naslednjo obliko:
M1 = k1(Θ
2 −Θ1) + d1(Θ̇2 − Θ̇1) + k2(Θ3 −Θ1 − π2 ) + d2(Θ̇
3 − Θ̇1)+
+k3(Θ
4 −Θ1 − π) + d3(Θ̇4 − Θ̇1) + k4(Θ5 −Θ1 − 3π2 ) + d4(Θ̇
5 − Θ̇1) +M0.
(3.16)
3.3.3. Vzbujanje s spremenljivim momentom
Pri pogojih, ki smo jih definirali v podpoglavjih 3.3.1. ter 3.3.2., bo elisa helikop-
terja neprestano pospeševala. V tem podpoglavju pa bomo poizkusili prikazati bolj
realno situacijo, kjer se kotna hitrost elise pri nekem času ustali. To bomo dosegli z
upoštevanjem zračnega upora v zelo poenostavljeni obliki:
M = M0 −Mu(Θ̇1), (3.17)
kjer M0 predstavlja konstanten moment, ki se na eliso prenaša po pogonski gredi, Mu
pa nasprotujoč moment, ki se pojavi zaradi zračnega upora. Moment Mu je odvisen
od kotne hitrosti osi Θ̇1 in ga zapǐsemo kot:




kjer c predstavlja koeficient zračnega upora. Podobno kot v podpoglavju 3.3.2. se bo
spremenil le tretji člen vektorja zunanjih sil in momentov Qe (enačba (3.8)):
M1 = k1(Θ
2 −Θ1) + d1(Θ̇2 − Θ̇1) + k2(Θ3 −Θ1 − π2 ) + d2(Θ̇
3 − Θ̇1)+
+k3(Θ
4 −Θ1 − π) + d3(Θ̇4 − Θ̇1) + k4(Θ5 −Θ1 − 3π2 ) + d4(Θ̇
5 − Θ̇1) +M. (3.19)
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4. Rezultati
Matematični model helikopterske elise, ki smo ga postavili v poglavju 3.2. smo simu-
lirali z uporabo programske opreme MatLab. Za reševanje diferencialnih oz. gibalnih
enačb pa smo uporabili funkcijo ode45, ki temelji na Runge Kutta metodi 4. in 5. reda.
Vrednosti materialnih in geometrijskih parametrov, ki smo jih pri izračunih uporabili,
so podani v tabeli 4.1.
Preglednica 4.1: Uporabljeni materialni in geometrijski parametri.
Oznaka Pomen Vrednost
L dolžina palice 1 m
m1 masa telesa 1 4 kg
J1 vztrajnostni moment telesa 1 4
3
kg·m2
m masa ostalih teles 1 kg
J vztrajnostni moment ostalih teles 1
12
kg·m2
k koeficient torzijskih vzmeti 100 Nm
rad
d koeficient torzijskih dušilk 30 Nm·s
rad
dkr nadkritični koeficient torzijskih dušilk 500
Nm·s
rad
M0 vzbujevalni moment 100 Nm
α vzbujevalni pospešek 0.1 rad
s2
c koeficient zračnega upora 100 Nm·s
2
rad2
4.1. Dinamski odziv elise pri vzbujanju s konstan-
tnim pospeškom
V tem primeru smo telesu 1 določili konstanten kotni pospešek α. Zato pričakujemo, da




Slika 4.1: Kotna hitrost telesa 1 pri konstantnem pospešku.
Slika 4.1 preǰsnjo trditev potrjuje, saj vidimo, da je krivulja linearna brez kakršnihkoli
motenj.
Slika 4.2: Animacija odziva helikopterske elise pri konstantnem pospešku.
Slika 4.2 prikazuje pozicijo elise v različnih časovnih trenutkih. Na sliki lahko vidimo
kako se najprej prične gibati telo 1, ostala telesa pa ji sledijo. To opazko lahko bolje
analiziramo tako, da opazujemo relativni kot med telesom 1 in telesom 2 (slika 4.3).
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Slika 4.3: Relativni kot med telesom 1 in telesom 2 pri konstantnem pospešku.
Lepo je razvidno, da je relativni kot med telesom 1 in telesom 2 ob času t = 0 enak
nič, saj elisa v začetku miruje. Relativni kot sprva hitro naraste, nato pa začne nihati
okrog določene vrednosti. Nihanje je posledica vračajočih sil vzmeti ter vztrajnostnih
sil togih teles, iz katerih je elisa sestavljena. Ker je v sistemu prisotno tudi dušenje,
lahko vidimo, da se amplituda samega nihanja s časom zmanǰsuje. Ugotovimo lahko
tudi, da je sistem podkritično dušen, saj se v primeru povečanega dušenja, kot prikazuje
slika 4.4, nihanje ne pojavi.
Slika 4.4: Relativni kot med telesom 1 in telesom 2 pri nadkritičnem dušenju.
Na sliki 4.3 lahko lepo vidimo, da se relativni kot med telesom 1 in telesom 2 ustali na




4.2. Dinamski odziv elise pri vzbujanju s konstan-
tnim momentom
Na sliki 4.5, ki prikazuje kotno hitrost telesa 1 v odvisnosti od časa, je na začetku viden
zelo hiter vzpon krivulje, ki takoj potem pade skoraj na nič in šele nato začne ponovno
naraščati.
Slika 4.5: Kotna hitrost telesa 1 pri konstantnem momentu.
Za razliko od vzbujanja s konstantnim pospeškom, kot v podpoglavju 4.1., je tukaj
gibanje telesa 1 podvrženo vplivu sil in momentov ostalih teles, ki so nanj povezana.
Silovit porast hitrosti na začetku je torej posledica konstantnega momenta, ki ima sprva
največji vpliv le na prvo telo. Vzmeti med telesi se pričnejo izmikati iz ravnovesne lege,
posledično se gibanje prične prenašati tudi na zunanja telesa. Pospeševanje teh teles
se na telesu 1 odraža kot nasprotujoč moment, ki povzroči padec hitrosti. Pomembno
je poudariti da krivulja hitrosti telesa 1, po ustalitvi, dobi povsem linearno obliko tako
kot pri vzbujanju s konstantnim pospeškom.
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Slika 4.6: Relativni kot med telesom 1 in telesom 2 pri konstantnem momentu.
Krivulja na sliki 4.6, ki prikazuje relativni kot med telesom 1 in telesom 2, ima po-
dobno obliko kot pri vzbujanju s konstantnim pospeškom (na začetku ima vrednost nič,
prisotno je nihanje, krivulja se po določenem času ustali na neki vrednosti). Opazna
razlika je ta, da je pri enakih pogojih amplituda nihanja tukaj precej manǰsa kot pri
vzbujanju s konstantnim pospeškom, ter da se sistem izniha v precej kraǰsem času.
4.3. Dinamski odziv elise pri vzbujanju s spremen-
ljivim momentom
Potek spremenljivega momenta, ki ga apliciramo na telo ena je prikazan na sliki 4.7.
Po pričakovanjih lahko ugotovimo, da moment eksponentno upade na vrednost nič. V
prvih treh sekundah pa lahko opazimo strm padec in nato porast momenta. Vzrok




Slika 4.7: Časovni potek spremenljivega momenta.
Odziv telesa 1 je v tem primeru v začetku podoben kot pri vzbujanju s konstantnim
momentom. Tako kot v podpoglavju 4.2. je tudi tu (slika 4.8) prisoten hiter porasti in
nato padec kotne hitrosti telesa 1.
Slika 4.8: Kotna hitrost telesa 1 pri spremenljivem momentu.
Ker pa smo tu upoštevali tudi zračni upor, kotna hitrost elise ne narašča linearno
temveč konvergira k določeni vrednosti. Vzrok za to pa je, da se pri določeni hitro-
sti ”pogonski”moment in moment zračnega upora izničita in je posledično rezultanta
momentov na eliso enaka nič.
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Slika 4.9: Relativni kot med telesom 1 in telesom 2 pri spremenljivem momentu.
Zaradi istega vzroka se relativni kot med telesom 1 in telesom 2 (prikazan na sliki 4.9)
ne ustali na določeni vrednosti ampak pade na nič. V začetku še vedno lahko opazimo,
da krak elise zaostaja za gredjo. To je posledica začetnega momenta, ki na eliso deluje
dokler sistem ne doseže stacionarnega stanja.
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5. Zaključki
Na podlagi postavljenega fizikalnega in matematičnega modela ter izvedenih simulacij
lahko zaključimo z naslednjimi ugotovitvami:
1. Realno prožno telo lahko predstavimo z fizikalnim modelom, ki ga sestavlja
končno število togih teles.
2. Iz večjega števila togih teles, kot je fizikalni model sestavljen, bolj se z rezultati
simulacije približamo realnemu odzivu prožnega telesa.
3. Največje deformacije elise se pojavijo pri prehodu iz mirujočega stanja v gibanje.
4. Amplitudo nihanja, ki se pri zagonu pojavi, ter čas v katerem se elisa izniha lahko
zmanǰsamo s povečanjem dušenja.
5. Tudi ko se elisa izniha so deformacije še vedno prisotne v kolikor na njo deluje
zunanji moment.
6. Pri vzbujanju s spremenljivim momentom po ustalitvi (ko je vrednost momenta
enaka nič) deformacije popolnoma izginejo, kotna hitrost celotne elise pa se ustali
na določeni vrednosti.
Predlogi za nadaljnje delo
V kolikor bi želeli dinamski odziv helikopterske elise podrobneje analizirati bi lahko
storili naslednje:
1. Izmerili bi dejanske vrednosti parametrov, ki jih potrebujemo pri postavitvi fizi-
kalnega modela (mase, togosti, dušilnosti, ...) in jih uporabili pri simulaciji.
2. Bolj podrobneje bi upoštevali zračni upor (na vsako togo telo posebej).
3. Izvedli bi meritve deformacij realne helikopterske elise, ter jih primerjali z rezul-
tati simulacije.
4. Preučili bi zgradbo elise in materiale iz katerih je sestavljena ter jo poizkusili
izbolǰsati tako, da bi zmanǰsali nihanja in s tem utrujanje materialov.
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